Analysis I Mathe-Nacht Lésungen-Grundlagen

1 Volistandige Induktion

Aufgabe 1)

Vn > 1gilt: 32n+d _ on=list durch 7 teilbar

Induktionsanfang:
Es gilt 32144 —21-1 =728 = 7. 104.

Die Behauptung stimmt somit fiir n = 1

Induktionsschritt:
Die Aussage gelte fiir n > 1 beliebig, also 32"+ — 27"~1 = 7m fiir ein m € N.
Daraus folgt:

32(n+1)+4 _ o(nt1)=1 _ g2n+d ¢ _ on
=(Tm+2""1.9-2"
=7-9m+9.-2"1 2"
=7-9m+(9-2) 2!
=7-(9m+2"

Da gilt 9m+2""1 € N, ist 32(vtD+4 _9(n+1)=1 qurch 7 teilbar. Die Behauptung

ist somit bewiesen.
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Aufgabe 2)

Induktionsanfang:
1
Esgilt > (—1)F(;) =1-1=0.
k=0

Die Beh;uptung ist somit flir n = 1 erfillt.

Induktionsschritt:

n
Es gelte > (—1)%(}) = 0 fiir ein n > 1 beliebig. Daraus folgt:

Eor ()£ (()-(2)

k=0 k=0
n+1 n+1
- %(—1)’“(’;) ¥ ng(—l)’“(k ")

(i)
n+1 n
:o+o+;(—1)k<k_ 1) +0

_ kizo(_l)kH(Z)

Die Behauptung ist somit bewiesen.
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Aufgabe 3)
2 1 1 1
Vn gilt : gn—i— ZnQ — 6713 + Zn‘l S/
Die Behauptung ist dquivalent dazu, dass 12 ein Teiler von 8n+3n2 —2n3+3n4

ist.

Induktionsanfang:
Esgilt8-1+3-12-2-134+3.1*=12=12-1.

Die Behauptung ist somit fiir n = 1 erfiillt.

Induktionsschritt:
Die Aussage gelte fiir n € N, also 8n + 3n? — 2n® + 3n* = 12m mit m € N und
n > 1 beliebig. Daraus folgt:

Sn+1)+3n+12-2n+13+3n+1)*

= 3nt +10n3 + 15n% 4 20n + 12

= (3n* — 2n3 + 15n% + 20n + 12) + 12n® 4 12n% + 12n + 12
=12m + 12(n® + n®> + n+ 1)

=12(m+n®+n*4+n+1)

= 12m/

Da gilt m’ € Nist 8(n+1) +3(n+1)2—2(n+1)3 +3(n+ 1)* durch 12 teilbar.

Die Behauptung ist somit bewiesen.




Analysis I Mathe-Nacht Lésungen-Grundlagen

Aufgabe 4)
10+ ke) =
Pt n+k n+1
Induktionsanfang:
Es gilt kﬁl(unik) —l+ 2y =d-2- 2

Die Beh;uptung ist somit flir n = 1 erfillt.

Induktionsschritt:
n
Es gelte [] (1 + %M) =2- n%rl fiir n > 1 beliebig. Daraus folgt:
k=1
n+1 n
1 1 1
14— ) = 1 N1+ —
(i) = [0 )| (i)
[n+1

1
1
<+2n+2>
i 1 1
IT(t+ 1+ —) (1+
n+k n+n-+1
) 1 on + 2 n+2)\2
n+1 2n+1 n+1

_ (2n+1)(2n+2)(n+1)(2n + 3)
C (m+1D2n+1D(n+2)(2n +2)

_2n+3
 n42
_2n—|—4 1
 n4+2 n+42
B 1

B n-+ 2

1\ ! m+241
n+1 2n + 2

2n+ 3
2n+ 2

)

Dies ist der Ausdruck, welcher sich fiir n 4+ 1 ergeben muss. Die Behauptung

ist somit bewiesen.
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Aufgabe 5)
4n (2n)!
Vn > 2
n+1 < (n!)2 "
Induktionsanfang:
.. 42 o o o (2x2)!

Die Behauptung gilt also fiir n = 2.

Voriiberlegung:

2(n+1) - 2n+1
n+ 2 n+1

2% +4n+2 < 2n24+5n+2 = 2(n+1)? < 2n+1)(n+2) =

Induktionsschritt:

Es gelte 24— < éi?)); fiir ein n > 2 beliebig. Daraus folgt unter Verwendung

n+1
der Voriiberlegung:

4n+1 4 . 4"
n+2 n+2
_ 4 2nt )
Con+1 n—+ 2
4m 9 2n+1

Shrl Tt

(2n)! .2‘2n+1‘n+1
(n!)? n+l n+1
(2n)! 2n+1)(2n+2)
(

VAN

n!)? (n+1)2

Dies ist der Ausdruck der sich fiir n + 1 ergeben muss. Die Behauptung ist

somit bewiesen.
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Aufgabe 6)

Eine Ebene kann durch n Geraden maximal in % Gebiete zerlegt

werden.

Induktionsanfang:

Existiert keine Gerade, so ist n = 0. Die Ebene wird daher nicht geteilt und
es gibt nur ein Gebiet. Auflerdem gilt W = 1. Die Behauptung ist also fiir
den Fall n = 0 erfiillt.

Induktionsschritt:

Es gelte, dass fiir ein n > 0 beliebig n Geraden ein Gebiet in héchstens %
Gebiete zerlegen kénnen. Die (n + 1) — te Gerade kann die schon vorhandenen
Geraden jeweils maximal einmal schneiden. Die neue Gerade verlauft maximal
durch n+ 1 Gebiete. Diese werden dadurch dann jeweils in 2 Teilgebiete aufge-
teilt. Es kénnen also also maximal n 4+ 1 Gebiete dazukommen. Daraus ergibt

sich fiir die Maximalzahl der Gebiete bei n + 1 Geraden:

n?+n+2 n?+3n+4
_——tnt+l=—
2 2
C(n+1)2+(n+1)+2
- 2

Die Behauptung ist somit bewiesen.
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2 Gleichungen, Ungleichungen

Aufgabe 1)
|z +2| < |z —1|

Anhand der Definition des Absolutbetrags ergeben sich folgende mdogliche Falle:

r+2<z-1 firx > -2, x>1

—(r+2)<z-1 fire< -2, 2>1

—(x4+2) < —(z-1) firer< -2 <1

r+2<—(x-1) firz>-2 <1
Fall 1 entfallt, da aus ihm der Widerspruch 2 < —1 folgt. Fall 2 entfillt, da
die beiden Bedingungen an x nicht gleichzeitig erfiillbar sind. Aus Fall 3 folgt
x < —2. Aus Fall 4 folgt = < —% firx > -2, x <1,also x < —%. Durch die

Kombination dieser beiden Ergebnisse erhdlt man, dass die Gleichung durch

alle z € (—oo; —%] erfiillt wird.

Aufgabe 2)
2—-lz+1]] <1

Anhand der Definition des Absolutbetrags ergeben sich folgende Fille fiir den

inneren Betrag:

R2—(z+1)=]1-2/<1 fir x > -1
24+ (x+1)=3+z<1 fir r < -1
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Die weitere Fallunterscheidung liefert:

1—-z<1 firz>-1, x <1
—-1+z<1 firz>-1, x> 1
3+x <1 firx < -1, z > -3

—-3—-—x<1 firz< -1, x < -3

Das fiihrt auf die Bedingungen:

x € [0;1]
x € (1;2]
x € [-3;—2]
x € [—4,-3)

Die Ungleichung wird daher von allen x € [—4; —2] U [0; 2] gel0st.

Aufgabe 3)

11— 2|

= s

z+3 =
Aus der Fallunterscheidung ergibt sich:

1_
x_—2 firz<l1
r+3
-1
+x2_2 firx >1
r+3

Zusétzlich ist zu beachten, dass der Fall x = —3 nicht definiert ist. Auch ist bei

Umformungen das Vorzeichen des Terms x + 3 zu beachten. Es folgt daher:

1—2<-2x-6 fir x < -3
l1—-z>-2x—-6 firx> -3, <1

r—1>-2xr—6 firz >1
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Daraus folgen die Teilkomponenten: x < —7, x € (=3;1] und = > 1. Die
Ungleichung wird also durch alle x mit z € (—oo; —7] U (—3;00) gelost.

Aufgabe 4)

3|z — 2] -
3r—2

Fine Fallunterscheidung fiihrt auf:

2

—3r+6< —6x+4 fir =

v
8

A
&

3r—6< —6x+4 fir z

v
WIN W N W N

8
Y
Do

=F
=
8
AN

—3xr+6>—-6x+4

Zu beachten ist, dass der Fall z = % nicht definiert ist. Es folgen somit folgende

Bedingungen fiir x:

2 2
x<—§ fﬁrx2§,$<2é
10 2
.CC<§ fﬁrng,xzﬂ
> 2 fii <2
x> —= ir « < —
3 3

Die Ungleichung wird somit von allen x € (—%; %) gelOst.

Aufgabe 5)
T+ 1 =2
T

2
Ve > 0 gilt 0 < (\f— ﬁ) =z -2+ i Die Gleichheit ist fir den Fall
VI = % gegeben. Daraus folgt, dass die Gleichung nur fiir x = 1 erfiillt ist.
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Aufgabe 6)

4i —
1 2222
3—1

Umformung der linken Seite fithrt auf:

4i—2  (4i—2)-(3+1)
3—i  (3—1)-(341)
10i — 10

10
=—1+i

Aus der allgemeinen Beziehung z = |z| - (cos ¢ + ising) = |z|e"? ergibt sich
|2%] = V2 und ¢ = 27. Also gilt:

22 = \/2e1™
Somit ergibt sich fiir z unter Verwendung der Periodizitét:

4/5 3
21 = v/2es™
4/5 1.,
29 = V28 ™

Aufgabe 7)
22 —2245=0

Die Losung kann dquivalent zu einer quadratischen Gleichung in R gefunden

werden.

2422 45=(2+1)2+4=0
& (z+1)?%* =4
S z4+1=42
& z=-1+2i

10
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Aufgabe 8)
lz—i|=|z+1] =1

Fiir die Losung betrachten wir zunéchst die Gleichung |z — i| = |z + 1| mit
z=a+bi, a,b € R:

|z —i|=]z4+1| & |a+bi—i| =|a+bi+1]
& la+ (b—1)i| =|(a+1) + bil
e Va+(b-1)2=/(a+1)2+1?
sadl+b-1)2%=(a+1)* 4+
sa?+?—24+1=a>+2a+1+0b

S —b=a

= Re(z) = —Im(2)

Jetzt muss noch die Gleichheit mit 1 betrachtet werden. Dafiir verwenden wir

|z 4+ 1| =1. |z —i| = 1 kann aber genauso verwendet werden.

et ll=1elatbitl]=1
Sla—ai+1=1
& V(a+1)?2+(-a)? =1
e V22t 2a+1=1

=22 +2a+1=1

Sala+1)=0

= a1 = 0, as = —1
=21=0, z2=-1+41
Die Gleichung wird also nur durch z; = 0 und zo = —1 + i gelGst.
Aufgabe 9)
<t
zZ+1

11
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Die Losung lasst sich ohne eine Fallunterscheidung ermitteln:

z;z <1e |z—il <|z+i
& |z —i* < |z +i]?
S (z—i)(z—1) < (z+10)(z+1)
& (2—=9)Z+1i) < (2+1)(Z—1)
S zz—iz+iz+1<zz41z—1z+1
S i(z—2) < —i(z—Z |z —Z = 2iIm(z)
& —2Im(z) < 2Im(z)
< 0<Im(z)

Die Losungsmenge entspricht also der oberen Halbebene der Gaufi’schen Zah-

lenebene inklusive der reellen Achse.

12
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3 Komplexe Zahlenebene

My ={|z—4—6i] = |z +2 — 4il}

Im
n
6-.
gt
1
T T |‘ >
¢ ~4 2 2 Y g =
-1
=\
4-6

Abbildung 1: My = {|z —4 — 6i| = |z + 2 — 4i|}

Die gegebene Menge beinhaltet alle Punkte, die den gleichen Abstand zu den
Punkten z; = 4 + 67 und zo = —2 + 4¢ haben. Geometrisch findet man diese,
indem man die beiden Punkte sowie die Verbindungsstrecke zwischen ihnen
einzeichnet. Auf dieser wird dann die Mittelsenkrechte konstruiert. Diese Mit-
telsenkrechte ist die Gerade, die die Menge M; darstellt.

13



Analysis I Mathe-Nacht Lésungen-

Grundlagen

My ={[Im(z)| <1 A |z| > %}

e

////// ﬂ////d///

1-2

Abbildung 2: My = {|Im(2)| <1 A |z] > %}

Durch |z| < 1 ist eine Kreisfliche mit

Radius % um 0 exklusive der Kreislinie

ausgespart. Diese begrenzende Kreislinie gehort somit zur Menge Ms. Im(z) <

1 definiert den Bereich —1 < b < 1 in horizontaler Richtung.

14
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Mz ={lz — 1] = [z + 1]}

Im

b

1

.(l

5 & M A T

4
e &
-3

Abbildung 3: Ms={|z—1| =|z+ 1|}

Die Menge besteht aus allen Punkten, die zu z; = 1 und 2o = —1 den gleichen
Abstand haben. Mit dem analogen Vorgehen wie bei Menge M ergibt sich die

Menge Ms als die imagindre Achse.

15
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My={1<|z—1i| <2}

g

+ \r
1
/

Abbildung 4: My

Durch 1 < |z—1i| wird eine Kreisfldche

der Kreislinie ausgespart. Diese Flache gehort nicht mit zur Menge. Durch
|z —i| < 2 wird eine Kreisfliche mit Mittelpunkt i und Radius 2 exklusive
der Kreislinie beschrieben, welche Teil der Menge ist. Durch die Kombination
dieser beiden Bedingungen ergibt sich die Menge M5 als ein Kreisring mit

Innenradius 1, Auflenradius 2 und Mittelpunkt i, wobei die Begrenzungslinien

nicht mit dazuzihlen.

N
\\
LY
AN
N

It
\

|
~

={l<|z—1 <2}

mit Mittelpunkt i und Radius 1 inklusive

16
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Ms = {|z| > 1 A |Re(z)| < 5 A Im(z) > 0}

SO E

NN

\
~

b

\,

L NN

S S T 3k

Abbildung 5: Ms = {|z| > 1 A |Re(2)| < 5 A Im(2) > 0}

|Re(z)| < % ist der Bereich, in der oberen und unteren Halbebene welcher

seitlich durch a; = % und ag = —% begrenzt wird. Durch die Bedingung

Im(z) > 0 werden untere Halbebene und reelle Achse aus diesem Bereich
exkludiert. |z| > 1 exkludiert zusétzlich noch eine Kreisfliache ohne die Begren-

zungslinie mit Radius 1 um den Nullpunkt.

17
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Mg

Mg ={|z— 20| <r}firzeC,r>

0 fest

o= A5+ M6S

Abbildung 6: Mg = {|z — 20| <

L,
|

-1
>

v

r} fir zg € C, r > 0 fest (Beispiele)

Die Menge Mg ist eine Kreisfliche inklusive der Begrenzungslinie mit Mittel-

punkt zp und Radius r. Bespiele dafiir sind in der Skizze zu sehen.

18
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My

My = {4 <1Ale—4] <3}

Abbildung 7: My = {|Z7 <1A ]z —4] <3}

Die erste Bedingung ist dquivalent zu |z —i| < |z-+i|. Dies sind also alle Punkte,
deren Abstand zu i kleiner oder gleich ihrem Abstand zu -i ist. Dies trifft auf alle
Punkte der oberen Halbebene inklusive der reelen Achse zu. Durch |z — 4| < 3
gehoren nur die Punkte der oberen Halbebene zu M7 die innerhalb sowie auf

der Begrenzung der Halbkreisfliche mit Radius 3 um z = 4 liegen.

19
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My

Mg = {|z| <1 — Re(2)}

31

///{//(l;x R
i

=2

Abbildung 8: Mg = {|z| <1 — Re(z)}

Fiir die Menge Mg gilt:
|z2] <1—Re(z) & Va?>+b2<1l-a

Daraus folgt direkt 1 —a > 0 und daher a > 1. Unter dieser Voraussetzung

20
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ergibt sich:

a2+ <1-2a+a°

=02 <1-2a

Sa< b2+1
a< —— 1=
- 2 2
Im(z)* 1
<:>Re(z)<—méz)+2

Die Menge lasst sich also auch definieren als Mg = {Re(z) < —ILéz)Q + 1} Es

ergibt sich eine Parabelfldche.

21
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4 Mengen

Aufgabe 1)
My ={neN:1+(-1)"}

Es sei m € My, also m = 1+ (—1)" mit n € N. Wir betrachten eine Fallunter-

scheidung fiir gerade und ungerade n:
1. Essein gerade =>n =27, jEN=m=14+(-1)¥Y =1+17 =2

2. Esseinungerade =n = 2j+1, j € N=om = 1+(—1)ZH = 14(-1)-19 =
0

m € M kann somit nur die Werte 2 oder 0 annehmen. Somit gilt M; = {0, 2}.
Daraus folgt: inf(M;)=min(M;)=0 sowie sup(M;)=max(M;)=2.

Aufgabe 2)

1 1
Mgz{n,kENZ ‘|‘}
n k

Es sei m € My, also m = %—l—% mit n,k € N. Vn,k € N gilt % < 1 sowie
% < 1. Daraus folgt m = % + % < 1+ 1 = 2. Daher gilt also sup(Mz)=2. Da
fiir n =k =1gilt m = 1 + 1 = 2 folgt sup(Ma)=max(M>)=2.

Es gilt % > 0 und %>O, woraus direkt folgt m > 0. 0 ist also eine untere
Schranke von Ms. Sei nun € > 0. Nach dem archimedischen Prinzip gibt es
nun ein n € N, sodass % < €. Daraus folgt € > % + % =m € M. € ist somit
keine untere Schranke von Ms. 0 ist daher die grofite untere Schranke von Mo:
inf(Ms). Jedoch gibt es keine n, k € N fir die gilt % + % = 0. Die Menge My

besitzt also kein Minimum.

22
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Aufgabe 3)

4 61
My = R: 22+ -2+ — >0
3 {me x+3x+81_ }

Es gilt: % + %x + % >0 & (x+ %)2 + %20. Da sowohl (a:+ %)2 > 0 als

auch % > 0 gilt, ergibt sich M3 = R. Somit ist M3 weder nach oben noch nach

unten beschriankt. M3 hat somit weder ein Infimum noch ein Supremum und

somit auch kein Maximum oder Minimum.

Aufgabe 4)
My={qcQ: ¢* <289}

Bs gilt: ¢> < 289 < |q| < 17. Daher ergibt sich die Menge My als M, =
(—17;17)NQ. Es ist bekannt, dass inf((-17;17))=-17 und sup((-17;17))=17 gilt.
Da @Q dicht in R liegt, folgt direkt inf(My)=-17 sowie sup(My)=17. Da jedoch
gilt -17,17¢(-17;17) und My C (—17;17), besitzt My weder Maximum noch

Minimum.

Aufagbe 5)
Ms={zxeR: |z —-3| <2}U{0}
Wir betrachten eine Fallunterscheidung fiir z > 3 und z < 3.
r>3r—3|<2 & xr-3<2 & x<h
r<3z—3]<2 & 3-<2 & x>1

Die Menge Mj5 ergibt sich somit als M5 = (1;5) U {0}. Es ist bekannt, dass
sup((1;5))=>5 gilt. Daraus folgt sofort sup(M5)=>5. Da jedoch gilt 5 ¢ M5 besitzt
die Menge kein Maximum. Der kleinst Wert den ein m € My annehmen kann
ist 0. Es gilt also min(M5)=0 und daher auch inf(M5)=0.

23
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Aufgabe 6)

| }
Mg=<2x€ER:
‘ { 1+ |z]

Wir betrachten eine Fallunterscheidung fiir £ > 0 und < 0

x>0
ol _ e
T+]z] 1+x
Da z > 0 folgt m > 0 mit m = 0 fiir x = 0. Fr > 0 gilt somit inf(Mg)=min(Ms)=0.

Offensichtlich ist m monoton wachsend. Wir betrachten nun den Grenzwert fir

x — o0:
lim = lim —- 5 = lim 5 =
g0 l+x  zooox 41 wooo =41

Mg ist somit fiir x > 0 auch nach oben beschriankt mit sup(Mg)=1. Des weiteren

T
=1 & = 1
T+ r=xz+1}%

Mg besitzt also kein Maximum fiir 2 > 0.

folgt:

z <0
|z| —
= =m
1+z] 1—-2

Es ist —x > 0 und daher m > 0. Wir betrachten zunachst den Grenzwert

x — 0:
—X
li -0
S0l —z 1

Offensichtlich ist m monoton wachsend fiir x — —oo. Nun betrachten wir den

Grenzwert z — —o0:
1
=1

lim
rz——0co ] —

8=

—x .

= 1m
T——00 —I

]|

lim
r——00 1l — 1

Somit ist Mg auch fiir z < 0 nach oben durch 1 und nach unten durch 0

24
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beschrankt. Jedoch gilt wieder

—T

=1l —z=—2+1y
1-2z

Also hat Mg auch fiir z < 0 kein Maximum.

Insgesamt ergibt sich also fiir Mg:
1. inf(Mg)=min(Mes)=0

2. sup(Mg)=1

Aufgabe 7)
My;={zeR: z(2—2x) >1+|z|}
Es gilt:

250> @—1)72+|z

z2—x)>1+z] & 0> 14|z -2z +2x
Da sowohl (z — 1)? > 0 als auch |z| > 0 ist M7 = (). Jedes x € R ist eine obere
Schranke der leeren Menge. Daher kann als Bezeichnung fiir die kleinste obere
Schranke —oo verwendet werden. Es gilt also sup(M7)=—o0. Gleichermafien
ist auch jedes z € R eine untere Schranke der leeren Menge. Die gréfite un-
tere Schranke kann somit mit co bezeichnet werden. Die Menge M7 ist daher
beschrankt.

25



Losungen Folgen 00 Nacht

MATHEMATIK

Mathe
O

00O

1. Aufgabe:

a)

b)

d)

VERBINDET
nl 1:2:3-(n—1)-n 1.1.1...1.1_1%0
nm nenen--n-en n-1-1---1-1 n
n2—|—1_ n3 (@ +1)(n+1)(n—-3)—n*(n—2) n'—2n%—2n*—2n—-3—n'+2n°
n—2 (n+1)(n-3) (n—2)(n+1)(n—3) B nd—4n?+n+6
—2n? —2n —3 nd -2-2_ 3

nd—4n?+n+6 nd 1-344L 46

Nach Proposition 3.11 der Vorlesung gilt lim,, s, n*2™ = 0 fiir k& € Ny, |z| < 1. Dann folgt mit = = %

und k£ = 2 direkt:

Die alternative Losung mit dem binomischen Lehrsatz sieht wie folgt aus:

(”2 ' @) - (“ N +1 1>n) - zzi PR - ﬁ(!n = n(n —n;(?z —2)

—6 - -0
o (n—-1D(n-2) n2-3n+2

Nach Vorlesung gilt lim,, o0 Smiix)
=z, .. sin(z,) 1

. 1
() ()

1 1 =
n—00 Pl /m + 2 n— oo o n—oo y/n + 2 Tp—0 Tn n—oo /1 + 2

= 1. Setzen wir x,, := %, dann folgt fiir den gegebenen Grenzwert:

=1 =0

Will man das Ganze mit der Regel von L’Hospital 16sen, muss man beachten, dass diese nicht auf Folgen

anwendbar ist, da nicht nach einer natiirlichen Variable differenziert werden kann. Wir ersetzen also



n € N durch z € R und wenden die Regel an

1
COS | —
1 ( ) 1
_;1:74-1 cos 2222z + 2
T + 1 L’Hoipital 1

i 21 S CE YR CE
Zﬂjzm
I 1 425 + 8x* 0
= lim cos . =
z00 z+1 (23 4 622 4+ 9z + 4)2
———

—0
573/2 >0(ho" chste Potenzen)
x

Offensichtlich stimmt dieser Grenzwert dann mit dem der Folge fiir z,, = n {iberein und ist damit auch

der gesuchte Grenzwert.

1 2 3

n

2. Aufgabe:

_|_

n—1 n ) Ln;l) n?l++
nQ 2

1
n n? n2 2 2

a) Da der Cosinus eine Periode von 27 hat, muss hier offensichtlich eine Unterteilung in Teilfolgen fiir

n=1k und n=2k+1 erfolgen. Dann folgt:

- fiir n=2k: a,, =

- fiir n=2k+1: a,,

b) ", n € N kann je

terteilung:

- fiir n=4k: a,, = '

- fiir n=4k+1: a,,
- fiir n=4k+2: a,,
- flir n=4k+3: ay,

3. Aufgabe:

{/2cos (n) = /2 — 1 = limsup,,_, . an
= {2cos (nm) = (1) - /2 = —1 = liminf,, . an

nach nach n vier verschiedene Werte annehmen, also treffen wir die folgende Un-

Gos—f-gho}
G- =t
R N
G- =F oo

a) Wir wenden das Cauchy-Kriterium der Konvergenz an. Dabei sei 0.B.d.A. m>n:



b)

1 1 1 1\?
am+1*an+l|:|§am+1*§an*1|:§‘am*an|: 5 |am—1*an—1|

\" 1\" 1\" 1

L= § |am—n+l - a1| = § |am—n+1 - 1| = 5 |§am—n +1- 1|
1 n+1 1 n+1 1 n

=(3) eel=(z) 2=(3) <

fiir hinreichend grofles N und m,n>N. = Konvergenz

Dabei wurde verwendet, dass die Folge betragsméflig durch 2 beschrankt ist. Dies ldsst sich leicht
durch Induktion zeigen:

Offensichtlich gilt a,, > 0 fiir alle n, da a; > 0. Auflerdem folgt:

Induktionsanfang: a1,as < 2

Induktionsvoraussetzung: Fiir ein n € N gilt: a, < 2

Induktionsbehauptung: FEs gilt auch a,41 < 2

Beweis: ap4+1 = %anJrl < %~2+1 =2

= Die Folge ist nach oben durch 2 beschrankt.

Der Grenzwert berechnet sich wegen lim,, ,oo a1 = lim, 00 @, = a durch a = %a + 1 und hat den

Wert a = 2.

Es ist bekannt, dass 0 < a1 < % Damit folgt fiir alle Folgenglieder:

ant1—L=2a,—z-a2 -1 =—g(?-2%4+L)=—-2(a,—1)?<0=a, <1 VneNund

n x

Up41 = 20, — xa% > 2a, — ant - £ =a, > 0. Die Folge ist also zwischen 0 und % beschrankt.

z =

Sie ist auflerdem monoton wachsend nach

An+1 :an(Q—.Tan) =2—za,>2—-1=1
G G " '

Da die Folge also beschrinkt und monoton ist, folgt Konvergenz.

Der Grenzwert berechnet sich wieder nach a = a(2 — z - @) und hat den Wert a = %



c) Betrachten der Differenz a1 — ay, liefert:

1 1 1
Ak+1 — Ak = §(ak +ag-1) —ap = i(ak_l —ay) = _5(% — ap-1)
1.1 1.1
= —5(5(%—1 +ak—2) —ag-1) = _i(g(ak—Q — ag-1))
1, 1 1
= *5(*5(%—1 —ag-2)) = (*i)z(ak—l — a_2)
== (5} 0-a)

Dann kann man sich eine Teleskopreihe wie folgt definieren:
n—1 n—1 1
anp =ag+ (a1 —ap) +(az —a1) + ...+ (an —ap_1) =a+ ;(ak+1 —ax)=a+ I;J(—i)k(b —a)

Jetzt lasst sich der Grenzwert mithilfe der geometrischen Reihe bestimmen:

1
+

a—l—Z(—%)k(b—a):a—i—(b—a)-l :%(Qb—i-a)
k=0

DO

4. Aufgabe:

Die Folge divergiert fiir den Startwert a; =2 > 1. Es folgt as = % = % > 2. Nutzt man das Prinzip der

Induktion mit der Voraussetzung a,, > n, dann folgt ¥Yn > 2:

1+a%>1+n2>1+2n +1>
= =n —
fnl 2 2 = 2 2 7"

= Divergenz.

Die Folge konvergiert fiir a3 = % Es gilt offensichtlich a,, > 0 und a; < 1. Dann folgt mittels Induk-

2 .
tion Gp41 = H% < % =1, also gilt 0 < a,, < 1¥n € N. Ahnlich folgt aus as > ai:

2
1+an+1

14-a?
an+2 = 2 > 2 =

an+1 = monoton wachsend

Aus Monotonie und Beschranktheit folgt Konvergenz und der Grenzwert ist 1.

5. Aufgabe:

Welche Aussage ist richtig? Finde fiir falsche Aussagen ein Gegenbeispiel.

v Kovergieren die Teilfogen (asy,), (a2n+1) und (as,) einer Zahlenfolge (a,,), so konvergiert auch die Folge
(an) selbst.

Begrindung: Sei lim,_,. a3, := a. Es lassen sich nun folgende Teilfolgen von as, konstruieren:



agn C a2, und agpis C agpy1- Diese Teilfolgen konvergieren nun ebenfalls gegen a und demnach
auch die Folgen as,, und ag,4+1. Da (agy) U (a2,+1) gerade alle Folgenglieder von a,, enthilt, gilt also

lim, o a, = a

Jede beschrankte Folge ist kovergent.
Gegenbeispiel: (—1)"

Eine Folge, die nur positive Folgenglieder hat und gegen Null kovergiert, ist stets monoton fallend.

2+(=1D"

Gegenbeispiel: : Die ersten Folgenglieder sind: a1 = 1,a, = %, as = % = nicht monoton.

Seien (a,) und (b,) reelle Zahlenfolgen. Gilt a, — 0, so gilt fiir eine beliebige Folge (b,), dass
an - b, — 0.

Gegenbeispiel: a, = %7 b, = n, dann ist a,b, = 1.

Ve > 0 existieren nur endlich viele k mit | ay — ¢ |> €. = Die Folge (ax) konvergiert gegen c.
Begriindung: Anders formuliert steh hier: Ve > 0 3K € N : |ax — ¢| < ¢ Vk > K und das ist gerade

die Definition der Konvergenz.

Liegen in jeder e-Umgebung um ¢ unendlich viele Folgenglieder der Folge (a,), so konvergiert diese
gegen c.

Gegenbeispiel: (—1)", hier liegen zwar unendlich viele Folgenglieder in jeder Umgebung von 1 (oder
-1), fiir die Konvergenz ist jedoch notig, dass fast alle (also alle bis auf endlich viele) Folgenglieder in

der Umgebung liegen.

Jede konvergente Folge ist monoton.

Gegenbeispiel: (—1)™ - % — 0, n — o0, aber ist nicht monoton.

Sei (ay,) eine kovergente Zahlenfolge und (b,,) eine beschrinkte Zahlenfolge, so hat die Zahlenfolge
(anby,) mindestens einen Haufungspunkt.

Begriindung: Da (b,) beschrankt ist, gibt es eine konvergente Teilfolge (b,,) mit Grenzwert by. Sei
lim;, o0 @y, := a, dann existiert auch der Grenzwert von (an, by, ) und es gilt: limy_, o0 @n, bn, = @ - bo.

Da (an, by, ) Teilfolge von (anby,) ist a - bp Haufungspunkt der Folge (anby,).



MATHEMATIK

Mathe

Losungen zu Reihen O 8 8 Nacht

VERBINDET

Bemerkung: In eurem Skript habt ihr zwei dquivalente Varianten der Konvergenzkriterien fiir Reihen ken-
nengelernt.
o0
Zur Wiederholung: Sei > a, gegeben. So kann man mit dem Quotientenkriterium zeigen, dass falls es ein
n=1

nog € N und ein 6 € (0,1) gibt, so dass a,, # 0,

An+41
an

< @ fir alle n > ng ist, dann konvergiert die Reihe

> ay absolut (Satz 5.12).

n=1

an+1

Aquivalent kann gezeigt werden, dass lim sup < 1ist. In den nachfolgenden Losungen werdet ihr beide

n—roo

Varianten sehen.

1. Untersuche folgende Reihen auf Konvergenz!

2020

(2) Z 20207

O x 49{

o 2020 n/ n2020 V/p2020 . V/p2020
Nach dem Wurzelkriterium ist « : hm sup Y/ | 36307 ‘ = hm sup Y/ 30307 hm sup T lim 55— =

n—)oo

2020 Also ist @ < 1. = Reihe konverglert

CIET

Da {/n — 1 fiir n — oo konvergiert, ist das notwendige Konvergenzkriterium nicht erfiillt.
Die Reihe divergiert.

(Bemerkung: /n — 1 fiir n — oo wurde in Serie 7, Aufgabe 2 gezeigt.)

S (=)™ (2n+1
() 3 =

n=

Anwendung des Leipnitzkriteriums liefert Konvergenz der Reihe:
ont1 _ (3+5r)
W= )
ist (an)nen eine monoton fallende Folge, d.h. es gilt a,, > ay41:

ntl > % S2n+1)((n+1)2=1)> 2n+3)(n*> —1) © 2n% +4n > —3.

Betrachte a, = = a, — 0,n — 0o0. Somit ist (a,)nen eine Nullfolge. Des Weiteren

Dies ist eine wahre Aussage fiir alle n € N.

@ X5

Nach dem Quotientenkriterium ist % ’;; =2 ( k +1> < 2. Damit divergiert die Reihe.
ad n
(@ X ()
n=0
Nach dem Wurzelkriterium ist (L)nz = ( n )n = (¥)n =1 - 1 <1 Damit konvergiert die
n+1 n+1 "TH (prll)" e

Reihe.



oo
cos(n)+1
P

Es ist COS(JQH‘ = ‘C"SS;)“‘ < ‘COS(:)H‘” < %21, da |cos(n)| < 1 fiir alle n € N. Da die Reihe ) n%
n=1
konvergent ist, konvergiert auch die Reihe ) ms;% nach dem Majorantenkriterium.
n=1
oo " (—l)nn
(&) X (5:3)
n=0
Fallunterscheidung
1.Fall: n ist gerade: »_ (Z:’Lig)"
n=0
. : Viafart i ai o/ (BnE2\T i (sma2) _qioo o (n(3+2)) s
Anwendung des Wurzelkriterums liefert: lim sup (6n+2) = limsup (6n+2) = lim sup 57 ) =3 <L
naoo n—oo n— oo n(6+ﬁ)
2.Fall: n ist ungerade: (6n+2) = Z (gZig)n
n=0

Analoges Anwenden des Wurzelkriteriums liefert: limsup ¢ (gzig)n =z>1

n— oo
Damit divergiert die Reihe, da sie zwei unterschiedlich grole Haufungspunkte besitzt.

n3e™"

=
18

n=0

Nach dem Quotientenkriterium ist a := lim sup
n—oo

(nt+1)3 e
entl pn3

= limsupé ("TH)?’ = limsupé (1 + %)3 =e ' Da

n—oo n—oo

a < 1 ist, konvergiert die Reihe.

Untersuche die Reihe aus 1c) auf absolute Konvergenz!

Z COrEne | $ 2ni
n2—1"°
n=2
AuBerdem ist 22+l > 2n_ > 2n _ 2.
n?2—1 = n?2—-1 = n? n
o0
. . 2 4. . . .
Die Reihe 21 = divergiert (harmonische Reihe).
n=

0 n

Damit konvergiert die Reihe > (_1)712(73?“) nicht absolut nach dem Minorantenkriterium.
n=2

3. Die folgenden Reihen konvergieren. Bestimme den Grenzwert der Reihen!

(a) Y &

n=1
S 3" o (3)" 1
CiE=r =X 1) =z=4
n=1 n=0 n=0
= (1_ 1
(b) > (z - m)
k=1
(Tipp zu (b): Betrachte zunichst kz (+ - =1)")
=1
Zunéchst ist ;;1 (% — %H) = %—%—F%—%—l—%—i—&—...—kﬁ—%—k%—%ﬂ = l—nJrl Demnach ist 192:1 (% — k%rl) =
Jim 30 G- ) = Jim (1= ) = 1

4. Gegeben ist z = 0,02. Bestimme die dazugehérige rationale Zahl = = g,p,g € N im Dezimal- und
Dualsystem!



(Stichwort: b-adischer Bruch)

Eine reelle Zahl x kann allgemein in der Form z = + Z arb™* mit beliebiger Basis b
k=1

2) geschrieben werden.

(b=
{ 2, 2k gerade

Im Dualsystem ist b = 2 und im Dezimalsystem ist b = 10. Da x = 0,02 ist, folgt ax 0, k ungerade

Somit ist nun im Dezimalsystem z = i 2.1072% = i (i) i (i)lﬁ_1 2.-L Z ( )k S S S
= 2 \T00 2 \100 100 2 (100 I p——
1100 _ 2
50 99 — 99°
. : - -2k _ o (1 o (1)kt1 1S~ (1\F _ 1 1 1.4 _ 2
Analog ist dann im Dualsystemx:];lQQ Z (Z) = I;O(Z) :Q-ZI;O(Z) =i Tr=13i=%

5.Untersuche folgende Reihen in C auf Konvergenz!

S @y
Die Reihe konvergiert (absolut): i |<17—8)n} = i 17—8|n = i (1—7())” == =3

n=0 n=0 n=0

(3 + 4i)"

G
gk

3
Il
o

GO 13444 =5 > 1.

Anwendung des Quotientenkriteriums liefert Divergenz der Reihe:
‘ Bran”

ein
n

=
gk

1

Diese Reihe konvergiert (absolut):

3
Il

= > L konvergiert (\em\ =1,Yne N) .
=1




Losungen Funktionen OO Nacht

MATHEMATIK

Mathe

O 43{ |

O OO
VERBINDET

1. Aufgabe:

Damit eine Funktion in einem Punkt stetig ist, muss der Grenzwert der Funktion an dieser Stelle existieren

und mit dem Funktionswert an der Stelle iibereinstimmen. Damit ein Grenzwert existiert, muss der rechts-

und linksseitige Grenzwert iibereinstimmen. Also muss gelten:

im f(z) = lim f(z) = f(z0) (1)

T—xo+ T—T0—

a) Fiir alle € R gilt aufgrund der Definition:

lim f(z)=0 (2)
Wir betrachten 3 Fille:
1. a=0
0 firz<o0
Man erhilt die Funktion f(z) = , eine offensichtlich unstetige Funktion.
1 firx>0
2. >0

Fiir alle @ > 0 gilt, dass f(0) = 0, da das « fest ist. Wir miissen also lediglich den rechtsseitigen

Grenzwert betrachten:

Damit existiert der Grenzwert und stimmt mit dem Funktionswert tiberein, also ist g im Nullpunkt

stetig.

.a<0

Fir z > 0 ist f(z) = a® Wir haben oben bereits gezeigt, dass lim,_,o4 z/*/ = 0 und

=
das konnen wir umformulieren: Wir betrachten das ganze jetzt als Folge a, = xl,?‘7 fur die gilt:
o . . . . 1
xL 'S0 (n — 00). Da alle Folgenglieder grofier 0 sind, folgt aus der VL, dass das Reziproke ol
Tn

1
fiir n — oo divergiert und damit auch der Grenzwert lim,_,o4 ol Also existiert der rechtsseitige
T

n

Grenzwert nicht und f ist fiir a < 0 unstetig im Nullpunkt.



b) Zuerst bestimmt man die Umkehrfunktion durch Umstellen der Funktionsgleichung nach x:

Q=

y=2"cy> =z (y>0) (4)

Also ist unsere Umkehrfunktion f~1(z) = g(x) = z=. Diese Funktion existiert nur fiir > 0, denn fiir
y < 0 ist Gleichung (4) nicht definiert. Es gilt also g : (0,00) — R, 2 — z=. Die Formel fiir die Ableitung

der Umkehrfunktion erhilt man aus der VL:

1 1

/
W)= ) ~ ot ®)
Alle Voraussetzungen sind erfiillt: f ist in xo = 2 differenzierbar und f/(2) = a - 271 # 0. Also rechnen
wir aus:
1 1 1 1 1
g/(2a) = = = T = = (6)

f'la(yo)) — f'(g(2%)  p2~@)  f(2) a-2071
2. Aufgabe:
Stetigkeit: Die Sinus-Funktion s : R — R, x + sin(z) ist eine stetige Funktion, ebenso wie p: R — R, z —
|x|* eine stetige Potenzfunktion mit reellem Exponenten ist. g, ist also stetig, da die Hintereinanderaus-
flihrung s o p zweier stetiger Funktionen stetig ist.

Differenzierbarkeit: Dafiir betrachten wir die Funktion zweigeteilt:

sin(z%) firz>0
ga () = (7)
sin((—z)%*) firz <0
Auf R\ {0} ist die Funktion differenzierbar, die Ableitung lautet:

a—1

d . N az® " - cos(z®) firz>0
S sinal) = Q
—a(=z)*" 1. cos((—x)*) firz <0
denn
— sin(z®) Kettenregel (%) - ixa = cos(z®) - ax®~! (9)
dx N dx”
d . ay Kettenregel a d a a a—1 d _ a—1 a
™ sin((—x)“) = cos((—x)") dx( x)* = cos(z%) - a(—x) dx( x)=—ax cos((—xz)%)
(10)
Im Punkt xzg = 0 betrachten wir den Differentialquotienten
lim g(0+ h) — g(0) ~ lim sin(|h|*) — sin(0) (11)

h—0 h h—0 h



Man unterteilt zwei Félle, h < 0 und h > 0:

0 fira>1

sin(h®) —sin(0) . sin(h®) L'Hosptial . ah® 'cos(h®) )
hlig)l-&- h B hlig)l-&- h N hlif& 1 @ fira=1 (12)

nicht existent flira <1

sin((—h)®) L'Hosptial

hlgél— h - hlgél— h
0 fira>1
. —a(=h)*"tcos((—h)>
lim =) (=h)%) =3 —« fira=1 (13)

nicht existent fiira <1
Daran kann man ablesen, dass der Differentialquotient nur fiir o > 1 existiert und iibereinstimmt, als ist g,

fir o > 1 differenzierbar.

3. Aufgabe:

a) Die Funktion h, ist fiir alle z € R, = # 0 stetig, denn f : R — R,z — |z| ist stetig, und damit ebenso
fe:R=>Rz— f+c(c€R,c=const.). Weiterhin gilt fiir stetige Funktionen fs, f,, dass auch% stetig
ist. (Falls f, # 0, ist erftllt fiir a > 0)

Untersuchen wir jetzt die Stetigkeit in xg = 0. Falls ein solches b existiert, muss gelten: lim, o4 hy(x) =

lim,_,0— he(z) = b. Man tiberpriift:

2 — 2 2
lim ho(z) = Tim E2 2y Z2E2 2 (14)
z—0— z—0— |x‘ +a z—0—- —xr +a a
2 2 2
lim h(z) = lim (252 2 gy TF2 2 (15)
z—0+ z—0+ |z|+a o0+ z+a a
Da rechts- und linksseitiger Grenzwert existieren und iibereinstimmen, ist fir alle a > 0, b = % die
2
2] + firz #0
Funktion h, : R = R, h(z) = ] ;—a im gesamten Definitionsbereich stetig.
- firz=20
a

b) Fir a=0 ist die Funktion hg : R — R, z — 2142 — 1 4 2 fijr alle x # (0 definiert. Wir untersuchen

|] |]

die Existenz der einseitigen Grenzwerte im Nullpunkt. Man kann vermuten, dass die Grenzwerte im

Nullpunkt nicht existieren, d.h. wir probieren mittels Folgenkriterium ein Gegenbeispiel zu finden.
1

Zuerst betrachten wir den rechtsseitigen Grenzwert und wéhlen die Folge x,, := —, es gilt 2, — 0(n — o0).
n

Damit folgt auch

2
lim ho(x) = lim ho(x,) = lim 1+ 4+ =1+ lim 2n existiert nicht! (16)
x—0+ n—00 n—oo b n— 00



4. Aufgabe:

Da schon der rechtsseitige Grenzwert im Nullpunkt nicht existiert, kann hy im Nullpunkt nicht stetig

sein.

Fiir  # 0 ist die Funktion differenzierbar, es gilt

a—2
— flirz>0
B (z) = (9:;6;)2 (17)

denn mit der Quotientenregel erhélt man fiir = > 0O:

x4+ 2 '_1~(x+a)—(m—|—a)~1_ a—2
<ac—|—a> N (x4 a)? - (7 +a)? (18)
und fiir z < 0:
—x 42 '_—1~(—x+a)—(—x+2)-(—1)_ 2—a
(—x—i—a) N (—x+a)? ~ (—z +a)? (19)

Den Punkt = 0 muss man gesondert betrachten. Voraussetzung ist Stetigkeit, welche wir bereits im

Punkt a) gezeigt haben. Schauen wir uns den Differentialquotienten an:

[hl+2 2
h—0 h h—0 h
Wir betrachten 2 Félle, h > 0 und h < 0:
[h|+2 (h+2)-a—2-(h+a)
o Dre Ca . e —d . Gfwa - _ . hat2a-2h—2 o)
h—0+ h h—0+  h h—0+ h h—0+ h2a + ha?
. h(a—=2) a-2
N fllli% h(ha +a2?) a2 und (22)
|hl+2 2 _ (—h+2)-a—2-(—h+a)
i e o g Thee —a g Chiga gy, —hat2et2h—20 o,
h—0— h h—0— h h—0— h h—0— —h%2a + ha?
. h(—a+2) —a+2
B30 h(—ha + a?) a? (24)

Die beiden Fille stimmen nicht {iberein, also existiert der Differentialquotient (19) nicht und h, ist in
x = 0 nicht differenzierbar.
Daraus kann man folgern: Stetigkeit ist ein notwendiges Kriterium fiir Differenzierbarkeit, aber kein

hinreichendes.

Sind die folgenden Aussagen wahr oder falsch? Falls wahr, begriinde kurz oder gib ein Gegenbeispiel an,

falls die Aussage falsch ist.



Jede stetige Funktion auf dem Intervall (1,2) ist beschrdnkt.
1

rz—1

falsch, dazu betrachte man ein Gegenbeispiel, z.B. f(z) =

o Sei f: D — R mit D CR eine monotone Funktion. Dann besitzt f eine Umkehrfunktion.
falsch, denn f muss injektiv und zum Beispiel streng monoton sein.

(Gegenbeispiel: f(z) = [x] (GauBklammer bzw. Floor-Funktion)

Jede stetige Funktion nimmt auf [0,1] ihr Mazimum an.

richtig, folgt aus dem Satz vom Maximum und Minimum (beachte hierbei das kompakte Intervall).

e Die Funktion f:R\ {0} = R, = — 1 ist stetig.
richtig, denn 1 und x sind stetige Funktionen. Daraus folgt, dass auch % fiir x # 0 stetig ist,

was genau dem Definitionsbereich entspricht. Also ist f auf dem Definitionsbereich stetig.

5. Aufgabe:

Kreuze an, was richtig ist. (Mehrfachantworten moglich)
o Welche Behauptungen fiir reelle Funktionen sind richtig?

v' Die Summe zweier stetiger Funktionen ist immer stetig.

Folgt aus VL.

x Die Summe zweier unstetiger Funktionen ist immer unstetig.
Unstetigkeitsstellen konnen sich aufheben. Ist z.B. f eine unstetige Funktion, dann ist auch — f

unstetig, aber f 4+ (—f) = 0 ist eine stetige Funktion.

v' Die Summe einer stetigen und einer unstetigen Funktion ist stets unstetig.
Angenommen, die Aussage ist falsch: betrachte eine stetige Funktion f und eine unstetige
Funktion g, so konnte f + g auch stetig sein. Dann miisste allerdings auch f + g+ (—f) =g

stetig sein. 4

V' Das Produkt einer stetigen und einer unstetigen Funktion kann stetig sein.
z.B. kann jede unstetige Funktion f mit der stetigen Funktion ¢ = 0 multipliziert werden und

man erhélt f-g =0 (stetig).

o [iRN\{0} =R, x+— xist



v’ stetig

v’ injektiv
v’ differenzierbar

X surjektiv
v" monoton



Thema: Beweise

1. Aufgabe: (Folgen und Reihen)

MATHEMATIK

O

O O

O OO
VERBINDET

Mathe

Nach

<
t

X

(a) Es sei (ay) eine Nullfolge und (b,,) eine beschrinkte Folge. Zeige, dass (a, - b,) eine Nullfolge ist.

(b) Sei a; := 1 und a,4; = ————. Zeige, dass die Folge (a,) monoton fallend ist und gegen 0

) ai+...4+ay,”
konvergiert.

c) Fiir alle n € N seien a,, > 0 und b,, > 0. Auflerdem sei 2= — 1 fiir n — co. Zeige nun:
b

o0 (o]
E a,, konvergiert genau dann, wenn E b, konvergiert.

n=1

2. Aufgabe: (Funktionen)

n=1

Zeige, dass die Funktion f(z) := sin(r) — e im abgeschlossenem Intervall [0, 5] genau eine Nullstelle

besitzt.

(Hinweis: Nutze den Zwischenwertsatz)

3. Aufgabe: (Wahr oder Falsch)

Welche Aussagen treffen zu? Beweise oder widerlege mit einem selbstgewédhltem Gegenbeispiel:

(a) Jede beschrankte Folge ist auch konvergent.

(b) Jede konvergente Folge (a,,) ist eine Cauchy-Folge.

(c) Sei (ay) eine beliebige Folge und (b,,) eine beschriankte Folge. Ist

o0 o0
Z an konvergent, dann ist auch Z anby, konvergent.

n=1

n=1



Losungen

1. Aufgabe

(a)

Sei € > 0. Da (b,,) beschriankt ist, existiert ein C, sodass |b,| < C fiir alle n. Nun ist die Folge (a,)
eine Nullfolge, also existiert ein ng, sodass gilt: |a,| < & fiir n > ng. Insgesamt erhélt man dann:

€
|an'bn\<6~C:5, n > ng

Damit ist (ay, - by,) eine Nullfolge.

Zunéachst ist a, > 0 fur alle n. Ist namlich a; > 0 fiir alle i < n, so ist auch

1
Uy = ——— > 0. (%)
ay —|- —|— QAp—1

Nun schreiben wir a,4+1 nur in Abhéngigkeit von a,, und erhalten mit Hilfe von (x):
1 1 1

Opy1 = = = (%)
ar +as+ ...+ ap_1+ay 7a1+”_iaﬂ_l +a, i + ay,

Wegen a,, > 0 folgt dann a— + an > — und damit insgesamt a,4+1 < a,. Die Folge ist also monoton
fallend. AuBlerdem ist (ay,) hach unten beschrinkt also konvergent durch eine Zahl a > 0.

Es bleibt zu zeigen: a = 0:
Da die Folge (a,) gegen einen Grenzwert a konvergiert, kénnen wir in (x%) einsetzen (n — oo) und
erhalten:

1

1
E-f—a

a =

1

~<+a) =1lel+a’=1<a=0
a

Also ist die Folge monoton fallen und konvergent gegen den Grenzwert a = 0.

Wenn 7= gegen 1 konvergiert, dann gibt es ein Ny, so dass §= > 3 L fiir n > N; ist. Deshalb ist nach
Umstellen b, < 2-a, firn > Ny. Ist

oo
Z a,, konvergent, so ist nach dem Majorantenkriterium auch Z bn,

n=1 n=1

konvergent. Analog existiert ein N, so dass 3= < ‘3 fiir n < No ist. Also a, < 3- 7" Entsprechend ist

oo o0
Z b, konvergent, wenn Z an konvergiert.

n=1 n=1

2. Aufgabe

™

Es gilt f(0) = sin(0) —€¢” = =1 < O und f(3) =sin(]) —e 2 =1—e"2 > 0. Da jetzt [0, %]
ein abgeschlossenes Intervall und f als Komposition stetiger Funktionen selbst stetig ist, kann der
Zwischenwertsatz genutzt werden: Jeder Wert zwischen f(a) und f(b) wird angenommen, es existiert
also eine Nullstelle. Um die Eindeutigkeit nachzuweisen, zeigt man, dass f streng monoton wachsend
ist. Es gilt:

’

f(z)=cos(x)+e*>e* >0V |0, g]



3. Aufgabe

(a)
(b)

Falsch. Gegenbeispiel: (—1)"

Richtig. Nach Voraussetzung konvergiert die Folge (a,,) — a. Daher gibt es zu jedem € > 0 ein ng € N,
sodass |a, —a| < % fur alle n > ng. Fir zwei beliebige Folgenglieder a,,, a,, mit n,m > ng gilt daher
mit Hilfe der Dreiecksungleichung;:

9 9
|an*am‘:‘(an*a)Jr(a*amNS‘an*a|+‘a*am|<§+§:5

Falsch. Gegenbeispiel: Wahle (a,,) = | (bp) = (—1)™. Dann gilt:

n

o 00 (_1)n
ap =

konvergiert, wahrend die Reihe
oo oo 1
o =3t
n=1 n=1 n

divergiert.

Ein anderes Beispiel wére (a,,) = D" und (by) = (—1)".

oo
=1

(Hinweis: Die Aussage wére richtig, wenn (b,,) beschrankt und die Reihe )~
wiirde. Dann wére sogar > -—; an - b, absolut konvergent)

a,, absolut konvergieren
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